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LE NOMBRE MAXIMAL DE S-COLORATJONS 
D'UNGRAPHECONNEXE 
Rqu ie 3 mars 1971 l 
La tcrminulogic qui ser;f utilitie dans cet article est: celle dw livre 1 II 1. 
Ihe cotwut~mr dli graphs C; A k coulcun 6su une k-cokmitiort est cm~ 
partition de ws s~nwets en k cl;lsses nwwG.ks telle que deux sommets 
appsttenant i une meme clssse ne saient pas adjacents. 
Dans un autrc travail f, 15 1 B nous avow dcmontr6 que pour un graphc 
(1: ;i N winmets et &a n0mhz uhromatiqw kg31 ;i k. te nombre maximat 
da AxoEorutions 3~ es sammets est bgal ,i Pk. le seul graphe pour le- 
quel cette borne su#ricure est atteinte Ctant ceiui campos6 d’une k- 
cliyur;\ ct dz 11 -_ k sommets isok. c’cskbdire le paphe unique ayant 
y(G) = k et un nomtw minimal dc ‘: ) argtes. 
On pow le probkme d’obtenit Ic nombre maximal dc cc)lsrations 
minimales pour d’a\jtres classes de graphes, comme par. cxemple paur 
kc gtaphrs cannew~ our pour les graphewlui rs’ont pas de sommets 
isok. Dans ce qui wit on obtient Ic nombre maximal de J-colorations 
d*un grsphe connexc 
Nous notons par Co13 (C) Iv nombre de kotoraGons d’rrn graphc G. 

(To r&ultat w dkduit aussi du fait suivant (14 1 1: Si c est un cycle hi- 
mentaire de 11 sommets, son polynbme chromatique s? P(G;X)= (A--- I )“+ 
f-Wh 1). 
%;t dkwkstration s fait pw induction sur H. Pour M = 3 le t&wltat 
est h%knt. Suppoyms le thCot_Smc vrai pout ro; il existe au mains un 
sommet dl tel que le sclwgraphe Gx iI rt ssmmets sait connexe. 
‘Si yG, ) = 3, dofs 
car 2g&) = gtn+ I ) pour 12 impair et ?&(n)+ 1 =g(fi + 1) pour n pair, et le 
$r;tphe G 6tant connexe, le sommct x se relic par une &!te avc’c au 
mains un wmmet qui se trouve dans une classe de toute kcsloration 
de Gx ? danc naus pouvons phxr x dans taut au plus dcux clas.ses d’une 
3-colorstion de G,. Conformbment & I’lwpsth&se de I’induction, l’Cgalit6 .3 
enWe CoE,G) et g@ + I j a lieu seulement dans le cas sir it est impair et le 
sammet: .;r: est r&C par une akte wet un sommet et un seul du cycle CT”. 
Si y(C, )= 2, alors il existe une 3-coloration de G de la fwmc {x ), 
H, dr H,. Si le graghe G est Ie compl4mentaire d’un graphe parfait, il 
cnntknt un t&n& [x, uy, u1 ] aw u, E II, et u, E I$. Dans le (cas con- 
traire, d’aprh le thCor6me de Berge [ I] il oontient un cycle Cldmentbtt 
imp&r fx, aI, vi1 u2, u2’ .rrv uk,ukj avccui~HI etuiEH2 pour l<i&k 
et k> ‘11. Done le graphe G cuntient en tout cas un cycle &kmentaire 
hpair fx, +u~, s..v uk+ J weq~ H,, viciH, et k ia I. ’ 
Now ~OUVO~S alots &liminer les diagonalss de ce polygane impair, et 
1~ nambre des 3-colorations du graphe ctoit car le sous~saphe ngendti 
par un polygoni mpair a ;:;on ambte chromatiquc? t!gd B 3 et par cettc 
cqxhtion fe nambre chrwnatique du graphe ne dkroit pas, le graphe 
rttstant connexe, En vertu de la cunnexit6 du graphe 6’ ii y a un ssmnxt 
y du gr=lphe q,ui n’appartient pas B ce cycle i Sk+ 1 wnmets 9 yui est r&i6 
par une a&e avec au mains un sommet du cycle. 
SW y a plusiwts aWe% yui wiicnt k sommet y aux sommets du cycle, 
nous pauvons ne conswet ~u’ux s~ule a&e; le graphe obtenu est 
encore connew et khtomat iqw et le nombre de kolorations croit. 
Puis, si nous trouvons un sommcrt z reli6 par une dte wee au moins un 
sommet de I’enwmbte x, y, 111” u, , ‘*.. uk, uk ) nous r4!p&ons cette con- 
sttuction, etc. Done 
comptrP tenuquc ?gC3) “g(4). 2g(QKg(S). ?,g(S)=g(6), 2g(6)<g(7), 
etc., et chayuc nouwcw somnwt ne peut We ajout& qu’g deux classes 
d’une .kstotaticm d4jti obtenue ZB cauw de la connexit$ du graphe. 
lk l’hypothbe &induction et de la d6finition des nombresg(rr) il
hSsulte I’unkitC du graph% qui r&k cc nombre maximal de kotora- 
tions d”un graphe I; connexe de nombre chromatique r(C)=3. 
lx twmbw tninimal d’atites d‘un graphe G connexe ;i N sommets et 
de nombrc chromatique k eat @l ri ( t) +N - k, ce qui peut etre deduit 
par excmple tre Is majotation obtenue6dans (2 1 pour te nombre ctrroma- 
tiqw d’un graphr connwz. Pour k = 3, ce nombre minimal d’&tes d’wn 
graphe G connexe ti n sommt’ts et de nombre chtomatiyue 3 est &gal j, 
M, Inah Ie graphe qui rMse ce nomhnt minimal d’aretes n’est pas unique. 
Un tel graphs est wIui yur intewicnt dans l%noncC du thCor8me t un 
autrc yui cost cornpod d’un triangle et de N -= 3 sommuts reli& chacun 
B un sommct du triungk, graphe yui a un nambw de 30colorations Cgal 
4 w i 9na-3 < g(N) pout tout n a 5. 
Le proWme de Ia d&termination du nombrc maximal des k-colorations 
d’un gmphe G ayant a sommcts, r(C) = k et yui n’a pas de sommets 
isol& n’est pas r&rlu, mais il sembk que ee nombre est &gal $ 
kli(n - M(& _ 1) &J &I riMtat qui s’crbtient lorsque te graphe G est com- 
pos& d‘une k-clique et br n - k sommetci; qui se reknt entre eux par un 
nombw minimal de { 1 (n - k b ) &tes de telle sotte que ce graphe ne 
contienne pas de sommets isol&& en notant par [x) la partie enti&e du 
nombw r&l x et par {x) = x 1-x). 
C’es tisultats pcuvent Ctre tr=lr ,pos& en termes de polynbme chroma- 
tiqw d’un maphe G i H sommets puisque k nombre des k-colorations au 
sens danne ci-dessus ost &gal 5 P(G;k)/k! si k = y(G) (41. 

